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G・1inearization の圏論的角羣釈につし、て
D. Mwnford は, Geometric lnvariant Theory [1]において G・1inearization のオ既念を導入




まず,群 G が集合Xに作用するとは,写像 0. GXX→X で①。0(1。,幻=",、ex
②.0(g,0(h,"))= 0(帥,幻,、, h E G,、 E X を満たすものが与えられていることで
あった。これを集合の圏βがにおける定義とみて,一般の有限直積をもつ圏に拡張する
以下ごを有限直積をもつ圏とする。圏ごにおける群を次のように定める
定義 1 圈ごの対象 G がごの群対象であるとは,ι'の射μ. GXG → G,β: G → G
e.*→Gが与えられていて次の図式を可換にすることである
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G X X →  G で 次 の




1 加  1 - 1 ・
次 に
定 義 2




群 対 象 G の 対 象 X へ の 作 用 " と い う 概 念 を 定 め る
圏 ご の 群 対 象 G  が ご の 対 象 X に 作 用 す る と は , ι ' の 射 σ
② , を 可 換 に す る も の が 与 え ら れ て い る こ と で あ る
I X  π






























定義3 圈〆ββ,の対象は k・スキーム X とその上のアーベル群の層今の組(X,釣全
体で,射はφ=(f,φ).(X,1)→(γ, g')なるものとする。但し f. X →γは k.スキーム
の射でφ.f*ダ.→今はX上のアーベル群の層の準同型写像である。射の合成はφ=(f,φ)
(X,釦→(γ, y')とり=(g,ψ).(γ, y')→(Z,勿')に対しリ0φ=(gof,φ of*(ψ)).(X,3')
→(Z,勿')で定める。
補題2 〆β乳は有限直積をもつ圏である。
終対象は*=(spook,0)である。但し 0 は零層を表わす。(X,め Eyββ,に対して, X
の k・スキームとしての構造射をπ. X → Spook とするとπ=(π,の.(X,3)→(spook,0)
なる唯一つの射かある。また直積は,(X,釦X(y, y)=(XX,y,P,*今Φ P.*ダ)で与えら
れる。ここでXX,γは X とγの Speck 上のファイバー積で, P., P.はそれぞれ第 1,第
2 成分への標準射影である。直積からの標準射影はP.=(P,,i,).(X,めX(γ,y')→
(X, y), P.=(P., i.).(X, g) X(X, g')→(γ, y)である。但し i.. P,*今→ P.*g Φ P.*g',
iが P.*ダ→ P,*今Φ P.*ダはそれぞれ第 1,第 2成分への標準入射である。
補題 3 yお乳の 2 つの射 F,=(f,,φ,).(X,,3',)→(γ,, g'.)と F.=(f.,φ.).(X.,3'.)
→(γ., g'.)の直積射は FⅨF.=(fxE, P,*φ,田 P.*φ.).(X, y,) X(X., g.)→( y, g',) X
( y., g'.)で与えられる。
証明まず({゛くf.)*(P,*g',田 P.*g'.)=(fⅨf.)*P.*y,田(f,x f.)*P.*y'.= P,*f.*y',●
P.*f.*ダ.に注意すると F =(f, xf., P,*φ,Φ P.*φ.)か'(X,3.) X(X.,3'.)→(γ,, y'.) X
(y., y'.)なる身ナを定めていることがわかる。よってこれが標準射影と可換になっているこ
と,つまり P,OF = F,OP,←= 1,2)を確かめれぱよい。 k.スキームの射につぃては可換
性は定義より成り立っ。層の射にっいては, P,OF では(P,*φ,● P.*φ.)0(fⅨf.)*i,=
(P,*φ.田 P.*φ.)oi,また F,OP,は, i,OP,*φ=(P,*φ.Φ P.*φ.)oi,より可換であることが
わかる。
さて, k・群スキーム G に対して(G,0)は〆ββ,の群対象となる。但し0 は G 上の零層
とする。 G の演算μ,β, e に対し(G,のの演算は M =(μ,0).(G,のX(G,0)→(G,0),































^( G , の  X ( X , 3 ) = ( G X , X ,  P . * y ) に 注 意 す る と ,  S  = (  0 , φ ) は  0 .  G X , X  →  X , φ
0 * y →  P . * g  な る 射 を 与 え る 事 で あ る 。 補 題  3  に よ り 直 積 射 を 計 算 す る と ,  E x l d
才
( e  x  i d 知  q . * i d l ) , 1 d 如 , . X  S  = ( i d 。 ×  0 ' ,  P 胎 * φ ) ,  M x l d Ⅸ , 釣 = ( μ X  i d 心  P . * i d l ) と な る の で 可
換 図 式 ① 。 , ② 。 は ,
① 一 D  O 0 ( . x i d , =  q
② 一 D  O  0 ( i d 。 ×  0 ) =  0 0 ( μ X  i d り
① ・ F  ( o x i d り * φ =  i d q t g② 一 F  P 部 * φ  0 ( i d 。 ×  0 ) * φ = ( μ X  i d " ) * φ
が 成 立 す る 事 と 同 じ で あ る 。 ① 一 D  か つ ② 一 D  は , 0 .  G X , X →  X  に よ り  k . 群 ス キ ー ム  G
か ' k . ス キ ー ム  X へ 作 用 し て い る こ と を 表 わ す 。 ( 0 . f . [ 1 ;  P . 2 ] ) ま た , ② ・ F  は  M 血 f 矼 d  の
い う  o o o y 0 1 0  条 件 で あ る 。  G . 1 i 舵 釘 稔 飢 i o " の 定 義 は , ① ・ D  か つ ② ・ D  の も と で , 射 φ . 0 * y
→ P . * y  が 同 型 射 で Φ W d 0 条 件 ② 一 F  を 満 た す 事 で あ っ た か ら , そ れ が こ こ で 定 義 し ナ
( G , の の ( X , 3 ) へ の 作 用 と 同 値 で あ る 事 は 次 の 命 題 よ り わ か る
命 題  k . 群 ス キ ー ム  G  が k , ス キ ー ム  X に σ .  G X , X → X で 作 用 し て い る 時 ,  X 上 の ア
ー ベ ル 群 の 層  y に 対 し て  G X , X の 上 の 層 の 凖 同 型 射 φ , 0 * 今 → P . * y か ' ⑳ W d . 条 件 ② ・ F
を 満 た す な ら ば 次 は 同 値 で あ る
( 1 ) φ は 同 型 射 で あ る
( 2 ) ( o x i d * ) * φ は  S P 0 徽 X , X 上 の 層  q . * 今 の 恒 等 射 で あ る 。 ( ① ・ F  を 満 た す )
i 正 明 ( 1 ) ヰ ( 2 ) で あ る こ と 。 図 式  D ,  E ,  F  が 可 換 で ,  q 玲 =  q 部 が 同 型 射 な の で
q 券 * ( e x e  x  i d . ) * ( μ X  i d " ) * φ = ( e x  i d " ) * φ
q 三 ; * ( e  x  e  x  i d x ) * P 2 3 * φ = ( e  x  i d x ) * φ
q 三 ; * ( e  x e  x  i d . ) * ( i d 。 X  σ ) * φ = ( e  x  i d り * φ
と な る 。 従 っ て ② 一 F  に  q お ( O × o x i d . ) * を ほ ど こ す と ( o x  i d ^ ) * φ  0 ( o  x  i d ^ ) * φ = ( . . X
i d " ) * φ と な る 。 φ が 同 型 射 な の で ( e x i d . ) * φ も 同 型 射 と な り こ の 逆 射 を 両 辺 に 合 成 す る
成 瀬 弘
と ( 2 ) が 得 ら れ る 。
図 式 D
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( 2 ) ⇔ ( 1 ) で あ る こ と 。 仮 定 か ら ,  S  = ( 0 , φ ) に よ り ( G , の は ( X , 9 ) に 作 用 す る 。 従
つ て 図 式  G  は 可 換 図 式 と な る 。  f  = ( β , i d 。 ) x i d 知  g  =  i d ' × 0 ・ と 書 く と ,
( B , 1 d 佑 , . ) × 1 d ぱ , め = ( f ,  P . * i d の , 1 d 佑 , . X  S  = ( g ,  P . . * φ )
S p e c k x k G x k x
e x  i d
G X  G ' X  X
e x  i d
図 式 E
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司と表わせる。 P器of = id砥酬より f*P加*φ=φなので
S O(1d'0,. X S) 0((B,1d佑,剖)× 1dぱ,あ)=(σ o g o f,φ o f*g*φ)
となる。これが P.=(P., P.*idg)に等しい事より




すなわち,(g of)'= id叙峅となる。φ of*g*φ= idpt今に(g of)*
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